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1 Znaceni

Znaceni a_; v kontextu néjakého vektoru velikosti n, naptiklad a = (a1, aq, ..., a,) je vlastné vektor
velikostin — 1 a_; = (a1, a2,...,a;-1,8i41, .., ay). Dosazujeme-li takovou n-tici do funkece f zava-
dime f(a) = f(a;;a—;) a chceme ¢ prvek nahradit tak to znac¢ime jako f(-;a—;), kde - je prvek na 4

pozici.

TODO: definice pro geometrii.



2 Hledani Nashovych ekvilibrii

2.1 Hry v normalni formé
Definition 2.1. (Konecnd, n-hric¢skd) hra v normdlni formé je trojice G = (P, A,u), kde

e P je mnoZina hrdéi, kde standartné |P| = n a zpravidla je to mnoZina indexd neni-li definovdno
jinak,

o A=A X Ay x -+ X Ay, kde A; je mnoZina dostupngch akci pro hrdce i,

o u = (uj,us,...,uy,) je n-tice, kde kazdé u; : A — R se nazyvd uZitkovd, nebo také vyplatni
funkce pro hrdce i.

Kazdd takovd hra G = (P, A, u) je reprezentovatelnd také jako matice M € R™*", Ze M = (My)aca,
kde M, = u(a).

Hra probiha tak, ze kazdy hra¢ zna uzitkovou funkci a kazdy zvoli svou akci naraz, tedy hrac @
zvoli pravé jednu a; € A;. Tim se vytvori profil akci a = (a1, a9,...,a,) ten se vyhodnoti kazdou
u; z u a hra¢ ¢ ziska vysledek v podobé u;(a). Tedy kdyZ vyhodnocujeme profil akeci a tak mame
prepisem u(a) = (u1(a),uz(a),...,un(a)) Takova u;(a) hodnota ukazuje na hracovu aroven radosti
z jeho rozhodnuti (akce a;) v kontextu rozhodnuti ostatnich a_;.

Kazdy hra¢ se muiZe chovat podle néjaké strategie. To jest n&jakého predpisu jak zvolit a; z A;,
kterou zahrat. Nejjednodussi takova je Cisté, nebo také ryzi, strategie.

Definition 2.2. Cistd strategie je strategie, kde hrdc vybere vZdy jen jednu zafizovanou akci z odpovi-
dajici A;. MnoZina moznijch Cistyjch strategii je pravé A;. Profil éisté strategie je n-tice (81,82, ..., 5n),
kde kazdé s; € A; odpovidagict kaZdému hrdci i.

Dalsi mozné strategie je smiSen4 strategie.
Definition 2.3. SmiSend strategie je takovd, Ze hrdc¢ i zvoli akci z A; na zdkladé néjaké pravdé-
podobnostni distribuce na A;. MnoZina smiengch strategii S; pro hrdce i je mnoZina [[(A;), kde

[11(X) je mnozina vSech pravdépodobnostnich distribuct nad mnoZinou X. Profil smiSené strategie je
tedy n-tice (s1,82,...,8n), kde s; € S;.

U smiSené strategie s; hrace i akce a; € A; pouzivame s;(a;) € [0,1] jako pravdépodobnost

vybéru akce a; pfi smiSené strategii s;.

Definition 2.4. MnoZina Supp(s;) = {a; € A; : si(a;) > 0} je doména smiSené strategie s;. Pokud
doména s; je rovna A; pak je s; uplné smisend strategie. A maji-li takovou vsichni hraci tak pak 1
profil je profil plné smiSené strategie.

Pro kazdého hrace plati, Ze se snazi maximalizovat sviij o¢ekavany vydélek, tedy stfedni hodnota
ui s [IG—; s;.
Definition 2.5. Stfedni hodnota uZitkové funkce smiSené strategie s = (s1,82,...,8,) pro hru v
normdlnim tvaru 2.1 G = (P, A,u) hrdce i je

n

ui(s) = Z u;(a) H sjla;) = Z si(a;) - ui(ai; s—;)

a=(a1,as2,...,an)EA j=1 a,€EA;

Definition 2.6. Zero-sum hra je bimaticovd hra G = ({1,2}, A,u), takovd Ze Va € A : ui(a) +
us(a) =0



2.2 Nashovo ekvilibrium

V teorii her se snazime za predpokladu, Ze se kazdy hra¢ snazi o maximalizaci stfedni hodnoty uZit-
kové funkce 2.5, o "predvidani"jak bude kazdé hra hrana. Formalné se snazime o nalezeni konceptu
feSeni, tedy zobrazeni z mnoziny her v normalni formé 2.1, aby se hra G zobrazila na mnozinu profilt
strategii G. Takové koncepty feSeni mohou byt rizné optima, tfeba Nashovo, ¢ Pareto.

Definition 2.7. Nejlepsi odpovédi hrdce i na profil strategii s_; je smiSend strategie 2.3 s}, takovd
Ze Vs, € S; tu(sh;s—i) <u(sh;s—y)

Definition 2.8. Nashovo ekvilibrium u hry v normdlnim tvaru 2.1 G = (P, A,u) je profil strategii
(s1,82,...,83), takové Ze s; je nejlepsi odpovedi hrdce i na s_; pro vSechny hrdce i € P

Tedy ve zkratce Nashovo ekvilibrium je stav hry, kdy pokud odhalime postupné kazdému i-tému
hraci akce ostatnich a_;, tak by nemél motivaci ménit svoji akci a;, tedy uz neexistuje akce ktera
by zvétSovala jeho radost z vysledku hry. Ekvilibria ptejimaji jako piidavky jejich typy podle profila
strategii a tedy ¢ista 2.2, smiSena 2.3, ¢i plné smiSena.

2.3 Nashova véta
Theorem 2.1 (Nashova véta). KaZdd hra v normding formé 2.1 md Nashovo ekvilibrium 2.8.

Pro vétu si pijcujeme pomérné dost z oblasti matematické analyzy a cely dikaz je jen topologicky
a ne konstruktivni, tedy dokdzanim véty stale nemame tuseni, jak takova ekvilibria vypadaji, ani jak,
¢i zda vibec se jich dopocitame, jen vime, Ze néjaka jsou. Takovy fakt nam pak posouva problém
hledani (nejen) Nashovych ekvilibrii mimo t¥idy P, & NP, které jsou z definice rozhodovaci a
odpovéd na otazku zda existuje Nashovo ekvilibrium je velmi nudné a diky Nashové v&té je vzdy
ANO.

Pro dukaz je dilezita vlastnost kompaktnosti, tedy bavime-li se 0 X C R? je X kompaktns je-li
uzaviena a omezend, tedy mame néjaké konstanty které ji omezuji a uzaviena je pokud limity jejich
posloupnosti jsou vzdy uvniti takové mnoziny. Konverita podmnoziny Y C R? je Y, kde Va,y € Y
plati tz + (1 — t)y € Y, t € [0, 1]. Také se hodi definice simplezu, tedy pro n affing nezavislych bodu
Z1,Z2, ..., &y je (n—1)-simplex mnozina A,, = A, (x1,z2,...,x,) mnoziny bodu {x1,xa,...,x,} je
konvexni kombinace téchto bodti, tedy

n n
A, = {y|y:Ztixi,Vi €1,2,...nt; €[0,1],) ti= 1}
1=0

i=1

Theorem 2.2 (Brouwerova véta o pevném bodu). Pro d € N, K je neprdzdnd kompakini konvexni
mnozina v R%. Necht f : K — K je spojité zobrazeni. Pak 3wg € K : f(x) = xo, tedy f md pevny
bod xg.

Theorem 2.3 (Lemma o kompaktnosti kartézského sou¢inu kompaktnich mnozin). Pro n € N a
di,dg,...,d, €N, necht Vi € {1,2,...,n}K; € R% jsou kompaktni. Pak K; x Ko x --- x K,, je
kompaktni v Rétdzt-+dn

Ndznak dikazu lemma 2.3. Staci to ukazat pro pripad kdy n = 2, zbytek se induktivné nasklada.
Omezenost je jednoducha a tedy katézskym sou¢inem neméme jak uniknou néjaké konstanté, ktera
omezovala K1, ¢ Ko, nazveme je C1,Cs a ty pak zase po slozkich omezuji nové prvky.

Uzavienost je zase v tom, Ze nemame jak po dvojicich vytvorit zase néjaké divoké posloupnosti,
protoze jestli po slozkach limity pat¥ily do pivodnich mnozin, tak ty dalsi slozky nas nemohou nijak
ovlivnit. [



Hlavni idea dilkazu je, Ze si pro kazdého hrace definujeme jeho mnoZinu smiSenych strategii jako
simplex v redlném prostoru, pak na zakladé lemmatu 2.3 je mnozina smiSenych strategii kompaktni
a konvexni. Dodefinujeme si zobrazeni f, které hrace presméruje z jeho aktualni strategie na néjakou
strategii s’, ktera zohledfiuje odpovédi na strategie ostatnich. UkaZe se, Ze f je spojita a z Brouwerovy
véty o pevném bodu 2.2 najdeme pevny bod ktery mé tedy charakteristiku, Ze jestli se zobrazuje na
sebe tak neméame motivaci nic zlepsit a tedy jsme narazili vlastné na ekvilibrium s*.

Diikaz Nashovy véty 2.1. M&jme hru v normalnim tvaru 2.1 G = (P, A,u). Pro kazdého hrace ¢
zavedeme simplex S; na mnoziné jeho ¢istych strategii A;.

S; = {si e R4l vg e A;si(a) >0, Z si(a) = 1}

a€A;

, kde s;(a), znaéi pravdépodobnost vybéru akce a pfi smiSené strategii s;.

Dle lemma 2.3 jei S = 51 X S3 X -+ x S,, kompaktni a konvexita je jednoduchéa, protoze pro
Vs = (81,82,.-.,8n),8 = (8],85,...,5,) € Satc|0,1] mame jisté ts+(1—t)s’ € S, kde to se jen po
slozkach nasc¢ita a z konvexity ptivodnich S;, tedy jednotlivych slozek mame konvexitu S. Zavedme
si vhodné spojité zobrazeni f : S — S. Pro to méjme aktualni profil strategii s = (s1, s2,...,5n), &
pro kazdého hrace i a kazdou akci a; € A; definujeme funkci pro méfeni zlepSeni uzitku hrace i a
tedy

©ia;(8;) = max{0, u;(a;; 5-;) — u;(s)}.

Funkce ¢; 4, jsou spojité, protoze jsou slozené ze spojité konstantni 0 a w;(a;;s—;) — u;(s), ktera je
taky spojita, protoze spojitost plyne z linearity u;(s) = >, 4. s(a)ui(a)

S pouzitim ¢; o, miZeme definovat novy profil strategii s’, jen je potfeba myslet na normalizovani
pravdépodobnosti, aby to stale byl profil strategii s;(a;) € [0,1] a > , 4. si(a;) =1

sl(ai) = $i(@i) + Piai(si)  _ 8i(ai) + @i, (s0)
’ Dovea, Si(bi) F@in(s) 1T+ ca, Pibi(8)

pro vSechna i € P,a; € A;. Nakonec nastavime f(s) = s'.

Takova f je spojita, protoze jen séitame spojité funkce. Tedy diky Brouwerové vété pevném bodu
2.2 ziskavame, Ze f méa néjaky pevny bod.

Ted zbyva ukazat, Ze s* je pevnym bodem f, pravé tehdy kdyz s* je Nashovym ekvilibriem.

Pokud je s* pevnym bodem, pak pro kazdého hrade i € P a akci a; € A; plati ¢;4,(s*) = 0.
Tedy Zzadny z hraci nema jak si zvysit sviij uzitek pfechodem na jinou strategii. Proto s} je nejlepsi
odpovédi na s*; pro vSechna ¢, tedy je to z definice nutné Nashovo ekvilibrium 2.8. O

2.4 Pareto optimalita

Vzhledem k interpersonélni neporovnatelnosti uzitku mezi hraci, je nemozné preferovat zlepSeni
uzitku jednoho hrace nad jinym, napfiklad pokud bychom byli neticastnici se tfeti strana ktera by
mohla néjak zasahovat do hry. Tedy nas také zajiméa Pareto optimalita, tedy takovy stav, kde zadny
hra¢ si nemiize pomoci k vy$simu uzitku aniz by pfitom nesnizoval uzitek jinych.

Definition 2.9. Profil stategie s ve hi‘e v normdlni formé 2.1 Pareto dominuje profil strategic s,
s <'s, kdyz proVi € P : ui(s") < ui(s) a3j € P :uj(s') < uj(s). < je édstecné uspordddni na
mnozin€ S, tedy vSech profili strategii G.

Definition 2.10 (Pareto optimalita). Profil strategie s € S je Pareto optimdlni, pokud neexistuje
Zadnyj profil strategie s* € S : s < s*.



2.5 Minimax véta

Definition 2.11. Pro zero-sum hru 2.6 G = (P, A,u) méme Ay = {1,2,...,m} a Ay = {1,2,...,n},
pak muZeme zavést m x n vyplatni matici M = (m; ;), takovou Ze m; ; = uq1(i,j) = —ua(i,7)

Definition 2.12. Vektory smiSengch strategii s = (s1, $2) jsoux = (1, L2, .. Tm), ¥y = (Y1,Y2, -+ s Yn)s
které reprezentuji s1 a s2. x; pak znaci pravdépodobnost s1(i) pro i € {1,2,...,m}, obdobné pro y;.
Takové vektory splitugi Y | x; = Z?zl yj =1

Sy a So jsou simplexy Aer,ea,...,em) a A(f1, fa,.. ., fn), kde e;, fi znaci prislusnyg vektor s 1
na pozici ¢ a 0 jinde.

Definition 2.13. S definicemi 2.11 a 2.12 mdme vijplatni funkci pro hrdce 1

u(s) = Z u;(a) - 51(i)s2(j) = szzgﬂczyz = 2" My.

a=(i,j)EA i=1 j=1

Pak zavddime funkce B(z) = minyes, 27 My a a(y) = maxges, 7 My. Kde 3(x) je vlastné nejoyssi
uZitek hrdce 2 proti strategii hrdce 1 (x), protoZe ui(s) = —us(i,j) 2.6. a(y) je naopak nejuyssi
mozny uZitek hrdce 1 proti akci y hrdce 2.

Zjevn€ je-li (z,y) Nashovo ekvilibrium 2.8, pak B(x) = 27 My = a(y)

Za predpokladu Ze 2 zvoli pro néj nejvyhodnéjsi akei vaci kazdé akci hrace 1, pak 1 zvoli smi-
Senou strategii & € S 2.3, ktera maximalizuje jeho stfedni hodnotu uZzitkové funkce 2.5. 5(z) =
max,cs, B(z) plati a je optimalni v nejhorsim pi¥ipadé. To samé plati pro hrace 2 a a.

Theorem 2.4 (Lemma o vlastnostech funkcei a a j3). 1. Pro véechny smisené strategie 2.3 x €
S1 ay € Sy mame f(z) < z" My < a(y)

2. Pokud je (x*,y*) Nashovo ekvilibrium 2.8, pak obé x* i y* jsou optimdlni v nejhorsim piipadé
pro hrdce 1 4 2.

3. Pro smigené strategie 2.3 x* € Sy a y* € Sy spliugici B(x*) = a(y*) pak (z*,y*) je Nashovo
ekvilibrium 2.8.

Diikaz lemma o vlastnostech funkci o a 5. 1. Toto plyne z definice funkci « a 3.

2. 1. implikuje, ze Vz € S : B(x) < a(y*). Kdyz (z*,y*) je Nashovo ekvilibrium, tak S(x*) =
a(y*), mame Vo € Sy : B(z) < B(z*), tedy je to optimalni v nejhor§im piipadé, stejné jako y*
s « pro hrace 2.

3. Pokud B(z*) = a(y*) pak 1. implikuje, Ze B(x*) = (2*)T My* = a(y*). tedy je to Nashovo
ekvilibrium.
O

Theorem 2.5 (Minimax véta). Pro kaZdou zero-sum hru 2.6, existuji optima v nejhorsim pripadé
pro oba hrdce a daji se efektivné spocitat linedrnim programovdnim. Navic existuje ¢islo v, takové Ze
optima v nejhorsim piipadé x*,y* obou hrdcid tak profil strategii (z*,y*) je Nashovo ekvilibrium 2.8
a B(z*) = (@) My* = a(y*) =v

Definition 2.14 (Linearni programovani). Linedrni program je optimalizacni problém a v kanonické
formé P md tvar: ¢ € R™, b € R™ a nxm matici redlngch cisel A. Mazimalizujeme cTx s omezenimi
Ax < b ax > 0. Linedrni programy se daji efektivné Fesit simplexovou metodou a dalsimi.

P nazveme primdrng linedrni program je definovdn stejné€ jako ten vySe, D je dudlni program,
kde chceme minimalizovat bTy s omezenimi ATy > ¢, kde y > 0.



Theorem 2.6 (Véta o dualité). Pokud P a D 2.1/ maji piipustnd Teseni, tak obé magi optimdlni
reseni. Navic jsou-li x*,y* optima P, D, tak cTa* = bTy*. Tedy v optimu maji vysledky stejné.

Diikaz minimaz véty 2.5. Hraé 2 chceme minimalizovat zisk pro hrace 1, tedy pro zafixovanou smi-
Senou strategii « = (x1, 2, ..., Zm) hrade 1. Vyrobime si linedrni program P, ktery najde optimum
pro minimalizaci vydélku hrage 1: minz” My s omezenimi Z?:l yi =1lay,ys,...,yn > 0. Tedy
umime spocist S(x) pro zafixované x.

Ziskdme dual D programu P, ktery vypada max zo s omezenimi lzg < MTx. 21,22,...,Zm 2 &
jsou zafixované proto pak méame jen jednu proménnou xg. Dle véty o dualité 2.6 jsou vysledky P a
D stejné a to f(x)

Upravime-li si D na D’, s proménnymi xg,21,...,Tm, Maxxg s omezenimi lzg — MTz <
0, Z:il x; = 1,z > 0. Tak mame linearn{ program, protoze vSechny omezeni jsou linearni. Ta-
kovy D’ ma optimum (z§,z7,...,2%,), a necht «* = (z},23,...,2%). Pak mame xf = B(z*) =
maxz € S16(x). Tedy mame optimum v nejhorsim pfipadé pro hrace 1.

Symetricky udélame to samé pro hrace 2. A mame P’, kde jsou proménné yg, y1,. . ., Yn, Minyg,
s omezenimi lyy — My < 0, Z?:l y; = 1,y > 0. S obdobnym optimem a vysledkem y§ = a(y*) =
minyes, ay).

P’ a D' jsou podle standartniho pfevodu mezi primarnim a dudlnim programem vzajemné dudlni.
Navic maji stejnou optimalni hodnotu 5(z*) = a(y*) a podle lemma o vlastnostech funkci « a 5 2.4
specificky 3. vime, ze (z*,y*) je Nashovo ekvilibrium 2.8.

O

2.6 Podminka nejlepsi odpovédi

Theorem 2.7 (Podminka nejlepsi odpovédi). Ve hife v normdlnim tvaru 2.1 G = (P, A,u), pro
kaZdého hrdce v € P, smiSend strategie s; 2.3 je nejlepsi odpovédi na s_;, prdvée tehdy kdyZ vSechny
cisté strategie 2.2 v doméné smisené strategie s; 2.4 jsou nejlepsi odpovédi na s_;

Dikaz podminky nejlepsi odpovédi. Méjme nejdiive jako predpoklad, Ze kazda ¢ista strategie a; v do-
méné smisené strategie Supp(s;) je nejlepsi odpovédi i-tého hrace na a_;. Tedy Vs, € S; : u(s; s—;) <
u;(a;; s—;). Pak z linearity stfedni hodnoty uZitkové funkce smiSené strategie 2.5 u; mame

wi(s) = Y siladuwilaizs—) > D sia)uilsiis—i) = uilsiis),

a;ESupp(s;) a;ESupp(s;)

kde mame ZaiESupp(Si) si(a;) = 1. Tedy pak s; je nejlepsi odpovédi na s_;.

Pro spor méjme s; jako nejlepsi odpovéd na s_; a pfedpokladejme, Ze existuje a; € Supp(s;),
ktera ale neni nejlepsi odpovédi na s_;. Pak je s;(@;) nenulové a 3s} € S; : u(dy; s—;) < u;i(s};s—;).
Protoze s; je nejlepsi odpovéd tak mame s;(@;) < 1 a dle linearity w; existuje d; € Supp(s;) :
w(d@;; s—;) < ui(d;; s—;). Zavedeme si novou smiSenou strategii s¥, kterou udélame tak, 7e nastavime
sf(a; = 0), sf(d;) = si(d;) + s;(a;) a zbytek nechame jako v s;. O¢ividné je to smiSena strategie a
tim, Ze s;(a;) > 0 méame

wi(s555-;) = Z s; (aq)ui(az; s—;) > Z si(ai)ui(as; s—i) = u;(s).
a; €EA; a;€EA;
To je ale spor s vybérem s; jako nejlepsi strategie, protoze jsme nasli lepsi. O



2.7 Hledani Nashovych ekvilibrii pomoci vy¢tu domén smiSenych strate-
gii
Definition 2.15. Bimaticovd hra neni degenerovand, kdyz existuje nejuysse k cistyjch 2.2 nejlepsich
odpovedi 2.7 pro kaZdou smiSenou strategit s velikosti jeji domény k 2.4.
Pro takové zavddime znacent pomoci matic N, M € R™*", Zeui(i,5) = (M); j auz(i,j) = (N)i;
pro vsechny pdry (i,7) € A.

Algoritmus 1 Vycet domén strategii
Vstup: nedegenerovana bimaticova hra G 2.15
Vystup: vSechna Nashova ekvilibria 2.8 G
1: for kazdé k € {1,2,...,min{m,n}} a paru domén (I, J), kazda velikosti k£ do
2: VyfeSime systém rovnic Zie[(NT)j,ixi =, ZjeJ(M)i,jyj = u pro viechna ¢ € I,j € J a
dierTi=1, ZjeJ yj = 1.
3: Kdyz z,y > 0 au=max{(M);y:i € A1} av=max{(NT);z:j € Az} pak vrat (z,y) jako
Nashovo ekvilibrium
4: end for

Vysvétleni algoritmu 1. Je to algoritmus, ktery hrubou silou pomoci podminky nejlepsi odpovédi
2.7 najde Nashova ekvilibria. KdyZ (s1, s2) je Nashovym ekvilibriem v nedegenerované bimaticové
hie 2.15, tak strategie s; a sp maji stejné velké domény. Tedy stadi jen projet vSechny I C Ay,
J C A, pro velikosti k, kde k € {1,2,...,min{m,n}}. Pak piekontrolujeme zda I,J nam daji
néjaka ekvilibria a popfipadé ozndmime nalez. Tento piistup pro m = n trva ~ 4™ kroki. Navic pro
vice hra¢t nemame ani linedrn{ systémy rovnic. O

2.8 Polytopy nejlepsich odpovédi
Definition 2.16. Polyedr nejlepsich odpovédi hrace 1 ve hie G je polyedr

P={(z,v) ER" xR:2>0,1Tz=1,N"z < 1v}
a pro hrdce 2 mdme obdobny:
Q={(y,u) eER"xR:y>0,1Ty =1, Mz < 1u}

Tedy pro body (z,v) a (y,u) mame vyplatni funkci pro hraée 1., kde pro libovolnou smiSenou
strategii mame
ui(s) = eTMy <zTlu=u Z T = u.
i€A;

Definition 2.17 (Znacka). Méjme bod (x,v) € P, pak takovy bod md znacku i € Ay U Ag, kdyZ bud
i€ Ay, x; =0, nebo kdyzi € Ay a (NT);x = v (tedy i-td ¥ddka matice NT).

Obdobné pro bod (y,u) € Q, ktery md znacku i € Ay U Ay, kdyz bud'i € As,z; = 0, nebo kdyz
1€A a(M)y=u.

Theorem 2.8. Profil strategie s je Nashovym ekvilibriem hry G, praveé tehdy kdyz ((z,v), (y,u)) €
P x Q je pln€ znaceny, jingmi slovy, kaZdd znacka 2.171 € A1 U As se ukdZe v mnoZin€ znacek bud
(z,v) nebo (y,u).



Drikaz véty 2.8. Dle véty o podmince nejlepsi odpovédi 2.7, mame ze pro kazdého hrace ¢ € P, se
smiSenou strategii 2.3 s; je nejlepsi odpovédi na s_;, pravé tehdy kdyz vSechny ¢isté strategie 2.2
v doméné smiSené strategie s; 2.4 jsou nejlepsimi odpovédmi na s_;. Chybéjici znacka i by presnd
znamenala, Ze Cistd strategie u hrace 1 (x; > 0) by nebyla nejlepsi odpoveédi ((M);y < u), to samé
pro hrace 2.

Pokud méame kazdou znacku u néjakych s, so, tak jsou to vzajemné nejlepsi odpovédi, protoze
kazda Cista strategie bud je nejlepsi odpovédi nebo neni v prislugné doméné strategie. O

Definition 2.18 (Normalizovany polytop nejlepsich odpovédi). Predpoklddejme, e M a NT jsou
nezdporné a nemaji nulovy sloupec. Normalizovany polytop nejlepsich odpovédi pro hrdice 1 ve hie G
je

P={zeR™:2>0,Nz<1}

a pro hrdce 2 mdme

Q={yeR":y>0,Mz <1}

Theorem 2.9. Necht s = (s1,s2) je profilem strategie ve hie G a bud = a y vektory smiSengch
strategii 2.3 s1 a 2. Pak s je Nashovym ekvilibriem hry G, prdvé tehdy kdyz bod (x/uz(s),y/u1(s)) €
P xQ\{(0,0)} je kompletné oznacen 2.17.

Komentdi k 2.9. Zavedeme-li si transformaci P na P\ {0}, pomoci (z,v) — x/v tak pak je toto jen
preformulovana 2.8. O

Algoritmus 2 Vycet bodi
Vstup: nedegenerovana bimaticova hra G 2.15
Vystup: vSechna Nashova ekvilibria G
for kazdy par (x,y) bodi z (P\ {0}) x (@ \ {0}) do
kdyZ (x,y) je plné oznacen tak ho vratime jako ((x/(17z), (y/(17y)) Nashovo ekvilibrium
end for

Vysvétleni algoritmu 2. Pomoci predeslého faktu 2.9 mame jednoduchy algoritmus, kde je na konci
jen nutna normalizace abychom dostaly vektory smiSené strategie. Problém je mnozstvi bodi a jejich
kombinace takZe je to zase exponencialni algoritmus v O(dNv), kde mame-li m = n, tak vrcholu je
c" s konstantou ¢ > 1, kde ¢ je omezeno z geometrie a celkem bodd bude maximalné 2.9™. O

2.9 Lemke-Howson algoritmus

Definition 2.19. Odhozenim znacky 2.171 € A1 U Ay v bodé x € P 2.18 znamend Ze vezmeme
untkdtni hranu incidentni s x a md znacky vSechny aZ na l. Na druhé strané takové hrany mdme
bod y, ktery md znacky stejné jako x aZ na l, kterd je nahrazena znackou jinou, o které Tikame, Ze
ji sebereme.

Theorem 2.10. Lemke-Howson algoritmus 3 skonci po konecném poctu krokd a vrdti dvogici vektori
smisenyjch strategii 2.3, které jsou Nashova ekvilibria 2.8 G.

Diikaz véty 2.10. Necht k je prvni znacka vybrana v prvnim kroku algorimu. Definujeme si graf
konfiguraci K, kde mnoZina vrcholt jsou (z,y) € P x @, takové Ze jsou k-skoro plné znacdené, tedy
takové, kde znacky Ay U As \ {k} jsou kazda alesponi znackou alespon x nebo y. Protoze P a @) maji



Algoritmus 3 Lemke-Howson

Vstup: nedegenerovana bimaticova hra G 2.15
Vystup: Nashovo ekvilibriuim G
: (x,y) + (0,0) e R™ x R™
k <+ i€ Aj U Ay, kde i je libovolna
Ik
while (True) do
V P odhodime 2.19 [ v bodé z a x pfedefinujeme na novy bod, ktery ziskdme, a [ predefinujeme
na na$i novou sebranou znacku. Pfehodime se do @)
Kdyz | = k tak vysko¢ime z cyklu
7: V @ odhodime | v bodé y a y predefinujeme na novy bod, ktery ziskame, a [ predefinujeme
na nasi novou sebranou znacku. Prehodime se do P
8: Kdyz | = k tak vyskoéime z cyklu
9: end while
10: Vratime (x/(17x), (y/(1Ty))

kone¢né mnoho bodt (nebereme jako body ty na hranich a sténach atd.), tak i mnoZzina vrchold je
kone¢na. Body (z,y) a (¢/,y’) maji mezi sebou hranu v K, kdyZ je bud « = 2’ v P a yy’ hrana v
Q, neboy =y’ v Q a zx’ hrana v P.

Ukazeme, ze K ma body se stupni jen 1 ¢ 2, tedy je to disjunktni sjednoceni cykli a cest. V
K mame jen dva druhy vrcholt a sice takové, ze maji vSechny znacky, takovy vrchol pak ma jen
jednoho souseda, protoze jen jeden z x,y ma znacku k, kterou muzeme odhodit a prejit tedy jen
na jednoho souseda. Jinak (z,y) maji znacky A; U Az \ {k} a mame jednoznacnou znacku sdilenou
mezi x a y. Pak muZzeme jak z x, tak y odhodit tuto duplicitni znacku tak, aby vedla hrana zase do
jiného vrcholu grafu. Tedy stupen je 2.

Lemke-Howson pak prochazi unikatni hrany v K za¢inajic v listu (0,0). Hrany jsou unikatni
diky tomu, jak vybirame dalsi hranu a sice jak odhazujeme znacky, tak méame-li hranu, kterou jsme
prisli do vrcholu, tak tu mame jako tu odhozenou a sebrat mizeme jen dalsi unikatni hranu pomoci
presunu v druhém polytopu. Tedy diky vybéru vime, ze kazdy vrchol navstivime jen a pouze jednou.
Algoritmus tedy koné¢i po kone¢né mnoha krocich v jakémsi listu (z*, y*). Tento list, aby byl listem,
musi byt Gplné oznacen a tedy dle disledku 2.9 mame, Ze je pak (z/(17x),(y/(17y)) Nashovym
ekvilibriem. O

Theorem 2.11. V nedegenerované bimaticové hie 2.15 G md lichy pocet Nashouvijch ekvilibrii 2.8.
Definition 2.20 (Efektivni implementace Lemke-Howson algortimu 3). Dopliikové pivotovani je
metoda podobnd simplexové metodé.

2.10 Trida PPAD

Definition 2.21. T¥ida FNP je trida problémi, kde problém dostane jako vstup instanci problému
z NP a vijstupem je bud NE, nebo existuje-li Fesent, tak vrdti TeSeni instance tohoto problému.
Funkciondlni SAT je FNP-complete problém.

Definition 2.22. Necht NASH je problémem hleddni Nashova ekvilibria 2.8 v bimaticovyjch hrdch.
Theorem 2.12. Je-li NASH 2.22 problém FNP-complete 2.21 tak NP = coNP



Algoritmus 4 Dopliitkové pivotovani

Vstup: nedegenerovana bimaticova hra G
Vystup: Nashovo ekvilibrium hry G
Priddme pomocné proménné s € R™ a r € R™
ZapiSeme polytopy jako soustavu rovnic:
NTg+s=lar+My=1
z,y,s,7 >0
Vybereme libovolnou znacku k € A; U Ay
Nastavime x (pokud k € A1) nebo y (pokud k € As) jako vstupni proménnou
while (neexistuje uplné oznaceny vrchol) do

Pomoci testu minimdilniho poméru, tedy L

Cij’

kde g; jsou hodnoty pravé strany a c;; jsou
koeficienty a ur¢ime odchézejici proménnou

Provedeme pivotovaci operaci: vyméite vstupni a odchazejici proménnou

Ujistime se, ze proveditelnost feSeni je zachovana
end while

return (z/(17x),y/(1Ty))

Drikaz 2.12. Existuje-li redukce v polynomiélnim ¢ase mezi funkcionalnim SAT a NASH, tak méame
algoritmus A zobrazujici kazdou SAT formuli ¢ na bimaticovou hru A(p) a algoritmus B prevadéjict
kazdé Nashovo ekvilibrium 2.8 s = (s1, s2) hry A(p) na validni FeSeni B(s1, s2) SATu ¢, a odpovi
NE pro vSe ostatni.

Sta¢i nam ukézat, ze SAT patii do coNP, protoze pak NP C coNP a mame X € NP <
X € coNP z definice coNP. Tedy mame-li NP C coNP, pak X € coNP < X € NP = X €
coNP <= X € NP a tedy mame i coNP C NP a tedy NP = coNP.

Pokud v polynomiélnim ¢ase umime ovéfit nesplnitelnost ¢ pomoci obrazu A(p), pak SAT je
v coNP. Diky Nashové vété 2.1 vime, Ze A(p) mé Nashovo ekvilibrium s = (s1,s2), pro dikaz
nesplnitelnosti ¢ jsou nutné dvé podminky. Nejdfive zda FeSeni A(yp) je Nashova rovnovaha, umime
ovérit diky polynomialnosti algoritmu A a podmince nejlepsi odpovédi 2.7. Dale piekontrolujeme,
7e B(s1, s2) vraci NE. Spliiuje-li (s1, s2) ob& podminky, tak jsme dokazali nesplnitelnost SAT a tedy
jsme v polynomialnim ¢ase dokazali SAT € coNP O

Definition 2.23. END-OF-LINE problém je ndsledujici: Pro orientovany graf G, kde kaZdy bod md
maximdlné jednoho piedka a jednoho ndslednika. My ale takovy graf nemdme na vstupu (tieba se
nevejde do paméti atd.), ale mdme jen bod a funkci, kterd v polynomidlnim case spocte predka, ¢i
ndslednika (existuji-li).

O tomto problému se dd také premyslet tak, Ze mdame bod, ktery je FeSent, a mdme funkci f, kterd
umd TeSeni vylepsit, tedy urcuje ndslednika jako dalsi feSeni a my chceme to nejlepsi Fesent.

Definition 2.24. TFida PPAD ("Polynomial Parity Argumets on Directed graphs") je tiida pro-
blémi redukovatelngjch na END-OF-LINE problém 2.23.

Theorem 2.13. NASH 2.22 je PPAD-complete 2.24

2.11 e-Nashova ekvilibria

Definition 2.25 (e-Nashovo ekvilibrium). Mé&jme hru v normdlini formé 2.1 G = (P, A,u) a necht
€ > 0. Profil strategii s = (81, 82, ..., Sn) je e-Nashovo ekvilibrium, kdyzZVi € P a pro kaZdou strategii
sh €8 mame u;(s;) > ui(sh; s—;) — €.
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Vzhledem k tomu, Ze se jedna o pfimé rozvolnéni Nashova ekvilibria 2.8 tak z Nashovy véty 2.1
plyne, Ze kazdéa hra G mé e-Nashovo ekvilibrium. Také plati, Ze kazdé Nashovo ekvilibrium ma kolem
sebe e-Nashova ekvilibria, avSsak opa¢né implikace neplati.

Theorem 2.14. Méjme hru G = (P, A, u) dvou hrdéi, kteii maji oba m akci, takovych Ze vygplatni
matice maji proky v intervalu [0,1]. Pro kaZdé € > 0 existuje algoritmus, ktery spocte e-Nashovo
ekvilibrium 2.25 hry G v case mOogm/e*)

Theorem 2.15 (Hoeffding bound). Necht Z = %Zle Z; je ndhodnd velicina, kde Z1,Zs, ..., Zy
jsou vzdjemné nezdvislé ndhodné veliciny s 0 < Z; < 1. Necht p = E[Z], pak ¥Vt : 0 <t < 1—p
madme

Pr(iZ—u>t < e 25t

Theorem 2.16. Pro kaZdé Nashovo ekvilibrium 2.8 hry G s vektory smisenych strategit 2.3 (z*,y*)
a Ve > 0 erxistuje pro kazdé celé éislo k > 48Inm/e?, pdr (x,y) k-unifomnich strategii, takovyj Ze
(x,y) je e-Nash ekvilibrium 2.25, tedy |27 My — (x*)T My*| < € a [T Ny — (2*)T Ny*| < e

Diikaz pomocné véty 2.16. Pro dané e si zafixujeme k > 48 Inm/e?. Nahodné vybereme k akei podle
pravdépodobnostnich rozdéleni x* a y* a ziskané multimnoZiny necht jsou po fadé X a Y. Vybereme
si x, tak aby to byl vektor smiSenych strategii, ktery piiradi pravdépodobnost u(a;)/k kazdé akci
a; € A;, kde pu(a;) je pocet a; v X. Analogicky zavedeme i y.

Méjme oznadeni Ay = {a1,az,...,amn}, Ao = {b1,ba, ..., by, }. Necht 2° je vektor smiSené strategie
pro kazdou ¢istou strategii 2.2 a; € A1 a y’ pro b; € As. Na kontrolu zda (z,y) je e-Nashovo
ekvilibrium musime zajistit dvé véci:

e Vyplatni hodnota se moc nelisi od hodnoty v Nashové ekvilibriu
¢1 = {(z,9)] |7 My — (2*)" My*| < ¢/2}
¢2 = {(z,y)| |2" Ny — (") Ny*| < ¢/2}
° Zédny hra¢ nemé jak zlepsit svou vyplatu o vice nez €
T, = {(z)" My < 2" My + €} pro viechna i € {1,2,...,m}
To,; = {:ETMyj <My + €} pro viechna j € {1,2,...,m}
Stanou-li se vSechny najednou
Pr[GOOD] = ¢; N2 N ﬁ 1,3 N ﬁ T2
i=1 j=1

tedy kdyz Pr [GOOD] > 0 pak véta plati.
Na ukéazani tohoto faktu se hodi si zavést pomocné

$1.0 = {(z,y)| |27 My* — (z*)" My*
o1 = {(z,9)] |:ETMy — 2T My*| < e/4}

$2.0 = {(z,9)|[(z*)" My — (z*)" Ny*| < /4}
p2 = {(z,9)| |7 Ny — («*)" Ny| < e/4}

< e€/4}
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pro které plati ¢1 o N1 C é1

|a" My — (2*)" My* <e/d+e/d=¢/2.

< ’:CTMy — 2T My

+ 2" My — («*)" My*

Vybér z odpovida vybéru prvku z X s pravdépodobnosti 1/k. Tedy x7 My* je vlastné suma k
vzajemné nezavislych prvki, kde kazdy ma st¥edni hodnotu (2*)T My*. Dle Hoeffding bound 2.15

mame Pr ¢1’a] < 2ek<*/8 4 to samé dostaneme pro ¢1p, tedy mame Pr [ﬁ < 4e~*€*/8. To samé
analogicky mame pro ¢,
Ted uz musime provéfit jen pravdépodobnosti m; ;, s ;. Zavedeme si opét pomocné mnoziny

V1 = {(z,9)|(2")" My < ()" My* + €/2} pro viechna i € {1,2,...,m}
Vo; = {(z,y)|z" Ny/ < (z*)T Ny? + ¢/2} pro viechna j € {1,2,...,m}
kde pak mame 11 ;N1 C 1 ; & 12 ;Mo C mo ;. Nashovo ekvilibrium (z*, y*) nam dava ()T My* <
(x*)T My* z toho mame
()T My < ()T My* + ¢/2 < (") My* +¢/2 < 2" My + ¢

opét dle Hoeffding bound 2.15, protoze (z¢)T My jsou vlastné souctem k nezavislych proménnych s
o¢ekavanou hodnotou (z°)T My*, mame Pr [1y,i] < e~*<*/2, Obdobné postupujeme pro g ; a o ;

Pr G’OOD] <Pr [ﬁ +Pr @qu Pr |7, Jrz Pr 71'2,]'] < 867]“2/8+2m(efk62/2+467’“2/8) <1
i=1 j=1

a tedy Pr [GOOD] > 0 a tedy mame chténé (z,y) jako e-Nashovo ekvilibrium. O

Diikaz véty 2.14. Vektory smiSenych strategii (x,y) jsou e-Nashova ekvilibria, pravé tehdy kdyZ pro
kazdé vektory smiSenych strategii (z/,y") mame (/)T My < 27 My+eaa” Ny < 27 Ny+e. Smigena
strategie je k-uniformnf je-li to rovnomérna distribuce na multimnozing S ¢istych strategii s |S| = k.

Véta 2.16 implikuje vétu kterou se snazime dokazat. Pro to aby to bylo vidét staci zafixo-
vat k = 48Inm/e? a prohledame viechna k-uniformni e-Nashova ekvilibria. Existuje maximalné
(m*)? multimnozin X a Y které je potfeba piekontrolovat. A piekontrolovat podminku e-Nashovych
ekvilibrii je jednoduché, protoze sta¢i zkoumat odchylky k ¢istym strategiim. Diky volb& k mame

mO(log m/e?) O
2.12 Korelovana ekvilibria

Definition 2.26 (Korelované ekvilibrium). Pro hru v normdlni formée 2.1 G = (P, A,u) méjme
pravdépodobnostni distribuci p na A. Tedy p(a) > 0 pro kazdé a € A a ), ., p(a) = 1. Distribuce p
je korelované ekvilibrium v G, kdyZ

> wildpa)pasaa,) < Y wilasa_;)plaiaa.,)
a_;€A_; a_,€A_;

pro viechny hrdce i a vSechny Cisté strategie 2.2 a;,a; € A;.

Korelované ekvilibrium je ndhodné pfifazeni doporuceni akei hrac¢i takové, ze se nikomu nevyplati
nejednat podle doporuceni.

Theorem 2.17. V kaZdé hie G v normdlni formé 2.1 mdme pro kaZdé Nashovo ekvilibrium 2.8
odpovidagici korelované ekvilibrium 2.26.
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Diikaz véty 2.17. Necht s* = (s7,s3,...,sk) je profil strategii, mé&jme funkci ps-(a) = H;l 185 (aj)
pro vechny strategie a = (a1,as,...,a,) € A. Jasné je ps~ > 0 a indukei dle n se da i ukézat, ze
Y acaPs(a) =1 a je to tedy pravdépodobnostni distribuce.

Ted uZ je zbyva ukéazat, ze pro Nashovo ekvilibrium s* je pg« korelované ekvilibrium. Zafixujeme
sii € P aa;,a) € A;. Predpokladejme s*(a;) > 0 a tedy Ze Cist4 strategie a; je v doméné strategie
s* 2.4. Z definice u; a ps» méame

wlaist) = 3 wlahon) [ si@)= s X e (o

ai€A; =15 i

analogicky mame to samé pro a;

ul(alvs*—z) = Z Uj au H %z) Z Ui(azv )ps (az; z)

a_i€A_; J:LJ#Z a_;€A_;

s.

Dle podminky nejlepsi odpovédi 2.7 a toho, ze s* je Nashovo ekvilibrium, tak mame Ze a; v doméné
s* je také nejlepsi odpovédi na s_; a tedy u;(aj; s*,;) < u;(a;;s%;) a tedy

1
Y wilajai)pe(asay) < — > uilai;a)ps-(ai;a_s)

a_,€EA_; Si (az) a_;€EA_;

a staci nam obé& strany prenasobit s (a;) ma hledanou rovnici. Navic kdyz s} (a;) = 0 tak pg«(ai;a—;) =
0 pro v8echna a_; € A_; a tedy mame korelované ekvilibrium. O

Theorem 2.18. V kazdé hie v normdlni forme 2.1 G = (P, A, u), je konvexni kombinace korelova-
nych ekvilibrii 2.26 opét korelované ekvilibrium.

Diikaz 2.18. Mé&jme p,p’ korelovana ekvilibria a ukazeme, ze p” = tp + (1 — t)p’ je také korelované
ekvilibrium.

Z ui(ai;a—i)p” (a;a—;) = Z ui(aisa—;)(tplasa—;) + (1 = t)p'(as;a—;)) >

a—i€A; a_;€A_;

Y wilahas)(tplaza—y) + (1=t (aza) = Y wilaja—y)p”(asa-;)

a_;€EA_; a_;€A_;

pro vSechny hrace a Cisté strategie 2.2 a;,a} € A; O

2.13 Minimalizace litosti

Definition 2.27. M¢éme N akei X = {1,2,...,N} v kazdém kroku online algoritmus A wvybere
pravdépodobnostni distribuci p* = (pi,ph,...,pY) nad X. Tedy takové pt pro vsechna i € X a
SN pl = 1. Po zvolen distribuce ndm protivnik vybere vektor ztraty It = (I, 15, ..., 1) € [-1, 1]V

kde jednotlivé proky Teprezenth hodnotu ztrdty pFi vijbéru akce i v kroku t. Algoritmus dostane vektor
2rdty a utrpt ztrdtu ll, = ZZ L PiE. To je stredni hodnota ztraty A v t-tém kroce. Po T krocich mdme

drdtu akee i jako LT = S21_ | 1L, ztrdta A je Ly = S 1Y
Definition 2.28. Méjme porovndvact tiidu algoritmi A a necht T je dané kladné celé ¢islo. Pri
minimalizaci litosti (regret) se snazime udélat algoritmus A, takovj aby LY bylo co nejblize Lfl’mm =

min B € ALL. Tedy minimalizujeme vnéjsi litost (external regret) RE)A =L% - Lﬁ in
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Meéjme Ax = A; i € X, tedy tiida, kde vybirdme vZdy jen jednu akci. ZjednoduSujeme notaci
na Lax,min = Lgin a R:{;,Ax = R£
Necht Aqy je tiida vSech online algoritmii pFifazujicich pravdépodobnost 1 néjaké akei z X.

Theorem 2.19. Pro libovony online algoritmus 2.27 A a kazdé T € N, tak existuje posloupnost
ztrdtovych vektord délky T, takovd Ze Rﬁ’Aa” algortimu A je alespori T(1 — %)

Diikaz vety 2.19. Pro viechna t € {1,2,...,T} vybereme vektor ztraty I, tak 7e zvolime i; € X s
nejmensi p!. Nastavime I}, = 0 a pro i, # i nastavime I} = 1. Protoze p}, < 1/N mame I’y > (1-1/N)
pro viechna t a tedy mame L% = T(1 — 1/N).

Majic algoritmus B € A,ll ktery mé pravdépodobnost pﬁt =1ma LY = 0 a tedy RZ; Al =

LY — L% =T(1-1/N). O

Algoritmus 5 Hladovy algoritmus

Vstup: Mnozina akei X = (1,2,...,N) a&islo T € N

Vystup: Pravdépodobnostni distribuce p’ pro kazdé t € {1,2,...,T}
1: p! « (1,0,0,...,0)
2: forte2,...,T do

Lfrzrll — minjeX{L?l}

STl {ie X Lyt =L}

k Ininjest—lj

Pl 1

pl« Oproi#k

8: end for

9: vratime {p':t € {1,2,...,T}}

Theorem 2.20. Nakumulovand ztrdta hladového algoritmu 5 je

LgLADSN'Lﬁin'f’N—’ST}gN.LT +N -1

min

Diikaz ztrdty hladového algoritmu 2.20. Na kazdou ztratu 1 v L, ztratime nejvice N-krat jednicku

pfi nafem algoritmu, protoZe vzdy alespoii jeden index zmizi z S v daldim kroku. A z toho mame

Lirpap <N - Ly,

—= min

+N—|ST|<N-LL, +N-1

min
O

Theorem 2.21. Pro kaZdy deterministicky algoritmus D a T € N, tak existuje posloupnost ztrdato-
vyjch vektori, kde L, =T o LL, < |T/N|. Tedy LY, > N-T + LL. + (T mod N)
Diikaz omezeni na online algority 2.21. Necht je i; akce zvolené algoritmem D v kroce t, tedy je to
akce s pﬁt = 1. Vybereme vektor ztraty [!, Ze jeho prvek na misté 4; je 1. Pak po T krocich mame
ztratu 1.

Méame N akci a tedy principem holubniku mame akci zvolenou D, necht je to i, takovou Ze
byla D zvolena maximalng |T/N |-krét, tedy konstrukei vektorii ! bude-li minimaln{ algoritmus v
porovnani{ vybirat akci 4, tak jeho ztrata bude LT, < |[T/N|. O
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Algoritmus 6 Polynomialni vihy
Vstup: Mnozina akei X = (1,2,...,N), ¢islo T € N, € (0,1/2].
Vystup: Pravdépodobnostni distribuce p' pro kazdé t € {1,2,...,T}
w} <+ lproie X
: pt < (1/N,1/N,....1/N)
forte2 ..., T do
w! wf_l(l — nllt._l)
W'« sz\;1 w;
pl < w!/W* pro vSechna i € X
end for
vratime {p' : t € {1,2,...,T}}

P NPT W

Theorem 2.22. Pro n € (0,1/2], kaZdou posloupnost [—1,1]-ztrdtovich vektori a kazdé k € X
mdme celkovou ztratu LE,, v kroku T € N

Lby < Li +nQf +InN/n

kde QT = 2321(12)2. Navic kdyz T > 41n N, tak nastaveni n = \/In N/T s tim Ze ocividné Qf <T
mdme

LY, <L!, +2VThhN.

Drikaz 2.22. Vse dokdzeme pomoci odhadt na W, a sice utrzi-li algoritmus velkou ztratu, tak se W

velmi zmensf. Pro krok k mame I%, = S w!l! /W a kazdd vaha w! je prendsobena (1 — nli™1).

Tedy méame Wit = Wt — vazl nwtlt = W(1 — nlb,,). Jinymi slovy vdha odebrana z W' v kroku

(]
t je n-zlomek ztraty v daném kroku. Vzhledem k tomu, ze W' = N mame

T T
Wt =wt H(l - Wlfvv) = NH(l - Ul%v)
t=1

i=1
zodhaduVzeR:1—-z2z<e™*
T
W+ < NHe*fﬂ‘pV — Ne iz lpy
t=1

logaritmujeme obé strany a mame
T
Wit <InN — nZlﬁgv =InN - L%,
t=1
tedy horni odhad pro W7+1,
Pro spodni odhad W7+! mame W7+! > wI*! a mame pomoci definice
T
In Wt > Inw?™t = Zln(l — k).
t=1
Odhadneme In(1 — z) > —z — 22 pro z < 1/2 a tedy dostaneme

T
> otk —n* (1) =0l —n’Qf .
t=1
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A mame tedy hledané
nLk —n*QF <InN —nLf,.

O

Theorem 2.23. Pro celd ¢isla N o T < |log, N|, tak existuje stochastické generovdni ztrdt, takové
Ze pro kazdy online algortimus 2.27 A, mdme E [Li] >T/2a L%, =0.

min

Theorem 2.24. Mdme-li N = 2 akce, tak existuje stochastické generovdni ztrdt, takové Ze pro kazdy
online algoritmus 2.27 mdme E [LY — LT, | > Q(VT).

2.14 Bezlitostna dynamika

Definition 2.29 (Hra v normalni formé). Méjme hru v normdlni formé 2.1 G = (P, A, C), kde mdme
uZitkovou funkci vymeénénou za C = (C1,Cy,...,Cy), kde C; : A — [-1,1], F#kdme ji ndkladovd
funkce a snazime se ji minimalizovat.

Standartni model je pak, Ze kazdy hra¢ hraje G T-krat pouzitim online algoritmu 2.27 ON;,
ktery ma distribuci pravdépodobnosti p! na A;. p! je vektor smiené strategie 2.3 hrace i v kroku ¢.
lon, = Eatnpt [Ci(a')] je ztrata hrace i v kroku t.

Algoritmus 7 Bezlitostna dynamika
Vstup: Hra v normélni formé 2.29 G = (P,A,C), TeNae>0
Vystup: Pravdépodobnostni distribuce p! na A; pro kazdé ¢t € {1,2,...,T}ai€ P
1: forte1,2,...,T do
Kazdy hra¢ si zvoli nezéavisle smiSenou strategii p! pomoci algoritmu, ktery méa ocekévanou
ztratu maximalné e s akcemi odpovidajicim ¢istym strategiim 2.2
Kazdy hra¢ dostane vektor ztraty I} = (If(ai))a,ea,, kde If(a;) < Eqr e [Ci(aiza ;)]

3
4 Pl = 1. P}
5
6

»

: end for
. vratime {p' : t € {1,2,...,T}}

Napftiklad pokud kazdy pouzije algoritmus polynomialnich vah, tak kazdy je aktualizuje vahy
svych Cistych strategii.

2.15 Novy dikaz Minimax véty

Theorem 2.25. Mé&jme zero-sum (C1(a) — Ca(a) = 0 pro viechna a € A) hru G = {{1,2}, A,C},
kde hodnota hry je v, ostatni definice z 2.5. KdyZ hrac¢ i € {1,2} hraje G pomoci online algoritmu

ON; s vnéjsi litosti 2.28 R, pak jeho kumulovand ztrdta je LgNi splriuje
LY N, <Tv+R

Diikaz véty 2.25. Symetrii to staci ukazat pro hrace 1. Necht ptz, ; Je pravdépodobnost toho, Ze druhy
hra¢ vybere j-tou akci z Ay v kroce t. Zadefinujeme si vypozorovany vektor smiSené strategie 2.3 dle
frekvence danych akci hranych hracem 2 jako ¢ = (g1, 2, .., q|a,|), kde ¢; = Z;‘FZI p?j/T. Vime Ze
pro libovolny vektor smiSené strategic ¢ druhého hrade ma hraé 1 akei a;, ze Ep,~q [C(a;,b2)] < v,
tedy pouzijeme-li je pokazdé, tak mame LgNi’min < LgNM- < oT. A vzhledem k pfedpokladu o
vnéja litosti R algoritmu ONj, tak méme Ly < LgNi’min +R<VI'+R O
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Novyj dikaz minimax véty 2.5. Rozdélime dikaz na dvé nerovnosti a zatneme s max, min, 2T My <
min, max, T My(toto jou vlastné jen p¥epsané podminky véty o optimalni odpovédi za predpo-
kladu Ze druh4 strana hraje tak abychom vydé&lali minimalné), protoZe je jednodussi. ProtoZe z* je
optiméaln{ strategii prvniho hrace hraje-li prvni a muze si vybrat #* i kdyz hraje druhy. Je jen horsi
jit prvni, ale stale plati nerovnost.

Vsechny m;; € [—1,1], jinak je pfeskalujeme. Vybereme ¢ € (0,1] a spustime bezlistostnou

algoritmu polynomialnich vah 6 tak sta¢i 7 > 4 Inmax{m, n}/e?, kde m = |A;1|,n = |As|, diky tomu
7e ztrata pii kroku je 24/In max{m,n}/T.

Necht pi1,pa,...,01, G1,G2,---,qr jsou smiSené strategie hrafe 1 a 2, kterd jsou doporucena
algoritmem. Mame vyplatni vektory Mq' a —(p')" M pro oba hrace. M&jme z = + Zthl pt pri-
mérnou smiSenou strategii hrac¢e 1 a pro hrace 2 g = % 23:1 pt. Primérna odekavani vyplata je

T
% Zt:l (pt)TMqt

Pro ¢istou strategii 2.2 a; zavedeme smiSenou strategii e;, kterd ma vSude 0, kromé i-tého indexu,

kde je jedna. ProtoZze vnéjsi litost je maximélné e u hrace jedna, tak mame

1

N

T T
1

T MG — T Mot AT Vot _

ei y_T;eZ qg ;(p> q+€_v+6

pro vSechna ¢ € {1,...,m}. Vzhledem k tomu, Ze kazd4 smiSena strategie je linearni kombinaci e;
tak linearitou stfedni hodnoty mame Vz € S : Ethl 2T My < v+e. Pro hrage dva mame symetricky
argument tak mame Yy € S5 : Zle TTMy > v —e.

Déame-li v8e dohromady tak méame

max min 7 My > min(z2)" My > v — ¢
rES1 yES2 yE Sy

> maxzeslzTMfg — 2¢ > min maxz? My — 2e.
YyES2 xEST

Pro T — oo méme ¢ — 0 a tedy nerovnost plati. O

2.16 Hruba korelovana ekvilibria

Definition 2.30 (Hrubé korelované ekvilibrium). Pro hru v normdini formé 2.29 G = (P, A, C),
pravdépodobnostni distribuce p na A je hrubé korelované ekvilibrium v G

Y Cilapla) < Y~ Cilaj;a—i)p(a)

a€cA acA

pro viechna i € P a d' € A;.
To samé pomoci stiedni hodnoty zavedeme jako

Eanp [Ci(a)] < Eanp [Cifag; a-:)]
Rozdil oproti korelovanému ekvilibrium je v tom, Ze korelované ekvilibrium nam poradi akci a

hra¢ vybira zda rady vyuzit ¢ ne, pfi hrubém je to tak Ze otazka neni tady je doporucené akce
ano/ne, ale je to otédzka ano/ne zda dat na doporuceni aniz bychom ho znali.
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Definition 2.31. e-hrubé korelované ekvilibrium v G je p na A, takové Ze
> Ci(a)p(a) < (Z Ci(aj; ai)p(a)> +e
acA a€A

pro viechna i a o' € A.
Eanp [Ci(a)] < Banyp [Cilaj;a—i)] + €

Theorem 2.26. M¢éjme hru G = (P, A,C), dany parametr e > 0 a T = T'(¢) € N. Pfedpoklddejme
ze po T krocich bezlitostné dynamiky 7, tak kaZdy hrd¢ md casové-primeérnou ztrdtu mazimdlné e.
Necht p' =Y "pl ap= 75 Ez;lpt je primérem z pravdépodobnostni distribuce vysledki. Pak p je
e-hrubé korelované ekvilibrium. Tedy je

Eanp [Ci(a)] < Eanp [Cilaj;a—i)] + €
pro kaZdého hrdce a jeho prislusnou af € A;.

Diikaz véty 2.26. 7 definice p mame

1 T
B [Ci@)] = 1 3 Banpt [C1(a)]

a také
1z
Eqop [Cia; 1 a;)] = T Zanpz [Ci(a} :a_;].
t=1

Vzhledem k tomu, Ze kazdy hra¢ méa primérné v ¢ase ztratu maximalné e a pravé strany znamenaji
prumér v ¢ase ocekavanych ztrat, kdyz kazdy hraje podle svého algoritmu a druhé znamena ze hraje
zafixovanou a}, tak mame

T T
1 1
T ZEaNpt [Cl(a)] < T ZEaNpt [Cl(a; : G,_i] +e€
t=1 t=1
coz je definice e-hrubého korelovaného ekvilibria. O

2.17 Litost z vymény

Definition 2.32. Vnitini litost je situace, kde si hra¢ muize posloupnost online akci modifikovat tim,
Ze zaméni viechny vijskyty akce i za akci j.

Definition 2.33. Rozsirenim vnitini litosti 2.32 je litost z vgmeény (swap regret), tedy néjaké zob-
razent X — X
Mdme-li L = Zthl Ity je ztrdta A, kde I}y = Zfil pill tedy ztrdta A v kroku t.

(3

Mdme modifikacni pravidlo F : X — X tak pak modifikovand posloupnost (f1)L; = (F(p*))L,,
kde f* = (fl,-., fx) a ff = Zj;F(j):ipé" Pak L:‘Z,}‘ = Zthl sz\il f.

Theorem 2.27. Pro kaZdy algoritmus R-externi ztrdly existuje online algoritmus M = M(A),
takovy Ze pro kazdou funkci F: A — A at € N plati

Ly < Li;p+NR.

Tedy litost z vgmeny v M je mazimdlné NR.
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Diikaz véty 2.27. M zkonstruujeme z N kopii A, tak ze v kazdém t kroku A; vrati pravdépodobnostni
distribuci ¢f = (¢ 1,4} 2,- -, ¢} x), kde g ; je zlomkem, ktery A; p¥ifadi akci # € X. Zkonstruujeme
pravdépodobnostni distribuci p* = (pf,ph,...,pYy) tim,ze nechame p} = Zivzl piq; pro Vj € X.
Tedy (p')T = (p")TQ?, kde Q' je N x N matice, kde (Q'); ; = q; ;- Interpretujeme-li Q" jako matici
pfechodu Markovova Fetézce, tak p je stacionarni distribuce. Volba pt tedy dovoluje interpretaci
vybéru akce ;7 € X bud Ze je pfimo vybrana s pravdépodobnosti pz» a nebo nejdfive vybereme
algoritmus A; s pravdépodobnosti p! a pak vybereme j s pravdépodobnosti quj.

Jakmile dostane vektor ztraty I*, tak pro kazdé i € X mame p!l* pro algoritmus A;. A; pak ma

ztratu (pilt)q! na kroku t. Protoze je R-ztratovy algoritmus A; tak pro kazdou akci j € X méme

T T
> piqih) <> pllh+ R
t=1 t=1

Setteme-li viechny ztraty algoritmi A; v kroce ¢, na akcich i € X pak mame YN  pf(gil!) =
(PH)T Q. Tedy celkova ztrata na kroku ¢ je diky vybéru pt; pt - It

Secteme-li vSe pies akce ¢ € X, tak leva strana je L}\F/[ a protoze prava strana plati pro vSechna
j € X tak plati i pro libovolnou funkci F': X — X

N T
Liy Szngl%(i)+N'R§L{4,F+N'R
i=1 t=1

O

Theorem 2.28 (Diisledek 2.27 a 2.22). Existuje online algoritmus 2.27 A, takovy Ze pro kaZdou
F:X — X aTeN, mame
Ly <L} p+O(Ny/TlogN).

Algoritmus 8 Dynamika bez litosti ze zmény (No-swap-regret dynamics)

Vstup: Hra v normélni formé 2.29 G = (P,A,C), TeNae>0
Vystup: Pravdépodobnostni distribuce p!t na A; pro kazdé t € {1,2,...,T}ai € P
1: forte€1,2,...,T do
KaZzdy hra¢ si zvoli nezéavisle smiSenou strategii p! pomoci algoritmu, ktery ma litost z vymény
maximalné 2.33 € s akcemi odpovidajicim Cistym strategiim 2.2
Kazdy hra¢ dostane vektor ztraty If = (If(ai))a,ea,, kde If(a;) = Eqr e [Ci(aiza’;)]

3
4l =Tlp)
5
6

N

: end for
: vratime {p' : t € {1,2,...,T}}

Theorem 2.29. Méjme hru G = (P, A, C), dany parametre > 0 a T = T(€) € N. Predpoklddejme Ze
po T krocich dynamiky bez litosti ze zmény 8 tak kazZdy hrd¢ md casové-primérnou ztrdtu mazimdlné
€. Nechtp' =Y "pl ap= 7 ZiT:1 pt je primérem z pravdépodobnostni distribuce vijsledki. Pak p
je e-korelované ekvilibrium 2.26. Tedy je

Eanp [Ci(a)] < Eanp [Ci(F(ai);a_;)] + €

pro kazdého hrdce a libovolnou F : A; — A; funkci.
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Diikaz véty 2.29. 7 definice p a libovolného F': A; — A; mame

Bu [Ci(0)] = 7 Y Bam [Cil0)

a takeé
Eowp [Co(F(a) : a_)] = % S Eapt [Ci(F(a) ]
t=1

Vzhledem k tomu, Ze kazdy hra¢ ma primérné v ¢ase ztratu maximalné e a pravé strany znamenaji
pramér v ¢ase ocekavanych ztrat a druha znamena hrani ne-tak-piiznivé akce F(a;) misto a;, tak
mame

T T
1 1
T ZEaNpt [Cz(a)] < T Z]EGNPt [Cl(a; : Cl,_i] +e€
t=1 t=1
coz je definice e-korelovaného ekvilibria pro p = % Zthl pt. O

2.18 Hry v rozsifeném tvaru

Definition 2.34. Hra v rozsifeném tvaru je orientovany strom, kde vrcholy reprezentuji stavy hry.
Hra zacind v korenu stromu a konci v listech, kde kaZdy hrdc¢ ziskd vyplatu. Kazdy vrchol jenz nent
listem je rozhodovacim uzlem a hrany mezi vrcholy odpovidaji hrané akci v daném stavu hry, ze
kterého hrana vede, do stavu hry, ktery mdme, kdyZ hrdc¢ zahraje danou akci.

Hratelné akce jsou tedy takové, které vychdzeji z rozhodovaciho uzlu.

Definition 2.35. Hraji-li hrdéi hru v rozsifeném tvaru 2.34 a vidy znaji rozhodovaci uzel, ve kte-
rém zrovna jsou (tedy znaji i historii jak jsme se k nému dobrali), tak pak mdme hru s dokonalou
informaci.

Definition 2.36. Rozdélime-li rozhodovact uzly na mnoziny informact, kde mnozina informaci vidy
patii jednomu hrdci a maji stejné hratelné akce, a kazdy hrdc¢ znd jen v jaké mnoZiné informact je,
a ne nutné jak se tam dostal a kde konkrétné, pak se jednd o hru s nedokonalou informact.

Pro hrdce i definujeme H; jako mnoZinu informacnich mmnoZin daného hrdce, a pro mnoZinu
informaci h € H; mdme C}, jako mnoZinu akci v h.

Definition 2.37. Behaviordlni strategie hrdce i je ditribuce pravdépodobnosti na Cy, pro kazdé h €
H;. Tedy je to strategie, kde vybér akce u dané informace je nezdvisld na ostatnich.

Definition 2.38. Posloupnost tahi hrdce i aZ do uzlu t je o;(t) je jednoznacnd cesta z kotene do t.
Prdzdnou znacime 0.

Definition 2.39. Hra s dokonalou paméti, je takovd, Ze Zadny z hrdci nezapomene Zddnou informaci
o tazich které zatim zahrdl.

Hrdc i md dokonalou pamét, prdvé tehdy kdyz pro kaZdé h € H; a libovolné uzly t,t' € h mdme
o;(t) = o;(t'), pak o znaci jednoznacénou posloupnost vedouct ke kaZdé t € h.

Maji-li dokonalou pamét vSichni hrdci, pak i hra je s dokonalou paméti.

Theorem 2.30 (Khunova véta). Ve hte s dokonalou paméti 2.39, kaZdd smiSend strategie 2.3 daného
hrdce a ekvivalentni behaviordlni strategie 2.37 jsou vzdjemné nahraditelné.
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2.19 Sekvencni tvar

Definition 2.40. Reperezentace posloupnosti hry s nedokonalou informaci G 2.536 je ctvefice (P, S, u, C),
kde P je mnoZina hricd, S = (S1,S2,...,5n), kde S; je mnoZina posloupnosti tahi 2.38 hrdce i,
u = (ur,...,up), kde u; : S — R je vyplatni funkce a C = (C4,...,Cy) je mnoZina linedrnich
omezeni na realizaéni pravdépodobnosti hrdce .

o € S je bud () nebo jednoznacné urcitelnd pomoci posledniho kroku ¢ pri mnoZiné informaci h,
tedy o = opc, mame S; = {0} U{onc: h € Hy,c € Cp}, [Si| =143, cq, [Chl.

Hrdcii a posloupnostic = (o1,...,0,) € S jeu;(0) = w; (1), kdel je list, do kterého se dostaneme
hrdl by hrdc¢ j posloupnost o; a jinak 0. Definice C; je v 2.41.

Definition 2.41. Realizacni pldin behaviordini strategie 2.37 B; hrdée i je x : S; — [0,1] definovand
jako x(0;) = [.c,, Bi(c). Hodnota x(0;) je realizacni pravdépodobnost.
Totozné je to také zadefinovatelné

z(0) =1

Z x(one) = x(on) pro kazdé h € H.
ceChp,

kde C; je mnozina omezent druhého typu.

2.20 Pocitani ekvilibrii ve hrach reprezentovanych posloupnostmi

Theorem 2.31. Méjme realizacni plin 2.41 jako vektor © = (24)ses, € RIS ay = (yo)pes, €
RISl Pak linedrni omezeni z definice reprezentace posloupnosti mizeme piepsat

Ex=e,x2>0, a Fy=f,y >0,

kde E,F maji 1 4+ |Hy| a 1+ |Hs| 7ddki, kde proni ¥ddka Ex = e je z(0) =1 pro e a obdobné pro
F. Zbytek rddek Ex = e je —x(on) + Y .cc, T(onc) =0 pro h € Hy. Obdobné je to u F'y = f

Ekvilibrium zero-sum hry dvou hrdcéiu v rozsireném tvaru 2.34 s dokonalou paméti jsou FeSenim
linedrniho programu

mine’u s omezenimi Fy = f, ETu— Ay > 0,y > 0.
u,y

Ci jeho dualu
min fTv s omezenimi Ex = e, FTy— ATz > 0,z > 0.
v,T

Kde A = —B je vyplatni matice pro tuto hru.

Theorem 2.32. (x,y) realizacni pliny 2.41 ve hife dvou hrdci v rozs§ifeném tvaru s dokonalou
paméti je ekvilibrium, prdveé tehdy kdyzZ existuji vektory u a v, takové Ze splnuji

eT(ETu — Ay) = 0,47 (FTv — BT2) =0,
Frx=e,x>0,Fy=f,y>0,
ETu— Ay >0,FTy — BTz > 0.

jinak nabidne moc, ¢ malo.
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3 Navrh mechanismu

3.1 Vickeyho aukce
Definition 3.1. Awesome aukce je aukce spliujici nasledujici podminky

e Garance silné incentivy: aukce je DSIC (dominant strategy incentive compatible) kdyz md kazdy
hrda¢ dominantni strategii (tedy maximalizuje jeho uzitek) a to pravdivé nabizet b; = v;. Navic
uzitek pravdomluvného hrdce je nezdporny.

e Garance vysokého vykonu, a sice pokud vichni nabizeji pravdive tak aukce mazimalizuje soci-
dint uzitek > v;x;.
o Aukce je implementovatelnd v polynomidlnim case.
Definition 3.2 (Vickeyho aukce). Méjme vitéze ¢ a nejuy3si b;, a necht zaplati druhy nejoyssi b;,
tedy p = maxje{lw,n}\{i}bj.
Theorem 3.1. Vickeyho aukce 3.2 jsou awesome 3.1.

Drikaz 3.1. e Je jasné linearné implementovatelna

e Zafixujme si i a méjme B = maxje(1,... n}\{i}bj, pak kdyz b; < B tak i prohraje a utilita je 0.
Jinak b; > B pak i vyhraje a ma uzitek v; — B. Uzitek je nezdporny u vSech a nejvyssi mozny
uzitek je v; — B a tedy i ten mame.

e Je-li v; vyherce tak v; > v;, a protoze vSichni nabizeji pravdivé, tak z; = 1 a ostani jsou 0,
tedy socialni uzitek je 1, ktery je zjevné maximem.
O

3.2 Myersonovo lemma

Definition 3.3. Jednoparametrové prostiedi je, Ze mame n nabizejicich a kaZdy md soukromou
v;. Mdme mozZnou mnozZinu X C R"™ odpovidajici mozZnym vysledkim. Kazdy prvek X je vektor
x=(x1,...,2,) € R, kde x; je éist vysledku, o ktery se zajimd i-ty nabizejici.

Uzamcené nabidky znamenagi

o Sesbirdme nabidky b = (by,...,b,)
o Alokacni pravidlo: vybereme mozny vysledek (alokaci) x = x(b) z X.
e Pravidlo platby: vybereme p(b) = (p1(b),...,pn(b)) € R™.

Dvojice (x,p) znaci mechanismus, kde
u;(b) = v; - w;(b) — pi(b),

kde platby jsou jen v rozmezi [0,b; - x;(b)].
Socidlni uZitek se rozumi y ;. v; - z;(b).

Definition 3.4. Implementovatelné alokacni pravidlo x pro jednoparametrové prostiedi 3.3 je ta-
kové, kdyz existuje pravidlo platby p pro machanismus (xz,p), Ze je DSIC 3.1.

Definition 3.5. Alokacni pravidlo pro jednoparametrové prostiedi 3.3 je monotonni, kdyz Vi nabi-
zejici a vSechna b_; ostatnich je alokacéni pravidlo x;(z;b_;) pro i neklesajici v nabidce z.
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Tedy zvySenim nabidky neklesne pocet toho, co ziskame.
Theorem 3.2 (Myersonovo lemma). Pro jednoparametrové prostiedi 3.3 ndsledugici tvrzend plati
1. Alokacnt pravidlo je implementovatelné 3.4, pravé tehdy kdyZ je monotonni 3.5.

2. Je-li alokacni pravidlo x monotoni, tak existuje jednoznacné pravidlo platby p takové, Ze me-
chanismus (x,p) je DSIC 3.1. (predpoklddejme b; =0 = p;(b) =0)

3. Pravidlo platby je jednoznacné ddno
i(b) = - —xi(z;0-) d
)= [ s L) @

Ndznak dikazu Myersonova lemmatu 3.2. Zacénu tim, ze pokud je DSIC, pak musi byt £ monoténni.
Mame u;(z;b_;) = v;z;(2;b_;) — piz;b_; a pro DSIC plati, Ze b; = v;. Nabidneme-li y # z, tak se
uzitek nesmi zvysit, musi tedy platit, Ze dodame-1i nepravdivou nabidku y a necht mame v; = z

u(y;b—i) = z - 2i(y;0—:) — pi(y; b—i) < 2~ 2i(250-3) — pi(2:b—) = u(2;0-)
pro ale nepravdivou nabidku z pro v; = y mame
u(z3b—;) =y - xi(2:0-i) — pi(210—) < y-i(y;0-i) — pi(y; b—i) = uly; b—s)
kde pak méame payment difference sandwich:
2(@i(y; b—i) — wi(20-5)) < pily; b—i) — pi(z3b—i) <y (@i(y; b—i) — i(2;0-5))

protoze 0 < y < z méame x;(y; b_;) < x;(2;b_;), tedy mechanismus (z, p) je DSIC, pak x je monotoni.

Pokud je z monoténni, tak existuje jedine¢né p, které déla mechanismus DSIC. Mé&jme = mono-
tonni a zafixujme si i a b_; a x;, p; jako funkce z. Pfedpokladejme, Ze x; je po-Castech konstantni,
tedy graf funkce je sloZeny z intervalii a skok mezi nimi.

Pouzijeme jump(f,t) pro po-¢astech konstantni funkei f, abychom uréili vysku skoku na bodu
t. Zafixujme si z z payment difference sandwich a necht se y k nému blizi, pak obé strany se stanou
0 pokud neni zadny skok v z; na bodu z (tedy jump(z;, z) = 0). Pokud ale skok je nenulovy v bodé
z, tak obé& strany nerovnice jdou k z - h. Tedy je-li mechanismus (z, p) DSIC, tak omezeni pro p musi
platit pro vSechna z

Jump(pi, z) = z - jump(z;, z).

Zkombinujeme toto omezeni s podminkou p;(0; b_; = 0), tak mame vzorec pro p
1
pib) =Y 2 jump(xi(:b-3), z),
j=1

kde z1,..., 2 jsou zlomové body v aloka¢nim pravidle z;(-;b_;) na intervalu [0, b;].

Generalizujeme toto pomoci matematické analyzy na obecné monoténni funkce x;. Jde se na
to pomoci vydéleni payment difference sandwich pomoci z — y a limity, kdy se z — y, tak mame
omezeni

Pi(yib_i) =y - xi(y; b)
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a kombinaci s p;(0;b_;) = 0 mame pro kazdé z

bt d
pit) = [ 2 Laaibog s

A tedy mame jednoznané uréenou p pro mechanismus (z, p) aby byl DSIC.

Zbyva uz jen ukazat monotoénost z, pak i (z,p) je DSIC. Vzhledem k tomu, Ze pro nabizejiciho
i mame uzitek u;(b) = v; - x;(b) — p;(b). VyuZijeme-li p;(b) = 23‘:1 z; - jump(z;(-;b—;), z;) odpovida
Casti [0, b;] x [0, z;(b)] nalevo od z;(+;b_;), pak je vidét, Ze se vyplati b; = v; jinak nabidne moc, ¢
malo. O

3.3 Batohové aukce

Definition 3.6. Batohovd aukce hrdci 1,...,n md kaZdy dva parametry: verejnou w; > 0 a sou-
kromé ohodnocent v;. Mdme jednoho prodejce, ktery md kapacitu W > 0. Moznd mnoZina X jsou
vektory (x1,...,x,) € {0,1}™ takové, Ze Y . xyw; < W, kde x; = 1 indikujici, Ze hrdc i je vgher-
cem.

Definition 3.7. Hiladové alokacni pravidlo ¢ = (z¥,...,2%) € X pro dané b = (by,...,by,) vybere
podmozinu hrdci, Ze Z;L:l xiGwi < W. Vybeér je takovy, Ze priddvdme setazené dle < hrdce dokud se

vejdou a ndsledné bud vrdtime vybrané hrdce nebo nejvyssiho b; podle toho co vytvdii vétsi socidlni
uZitek.

Theorem 3.3. Za piedpokladu pravdivijch nabidek, tak socidlni uZitek hladového pravidla 3.7 € je
alespoti polovina maximdlniho mozného socidlniho uzZitku.

Diikaz véty 3.5. M&me wy,...,wy, v1,...,0,, které jsou zaroveni nabidkou (v; = b;) kvili prav-
divosti, W je kapacita. Problém zrelaxujeme tak, Ze pro kazdého i mame zlomek «; € [0,1], Ze 4
pridava a;v; do FesSeni. Ted vybereme vitéze hladové a posledniho je-li to nutné pfiddme zlomkové.

Méjme 1,. ..,k vyherce vybrané & a pro spor mé&jme né&jaké lepsi feSeni, ze ma vyssi socialni
uzitek. Pak nase feSeni zlepSime zménou «; za vétsi 3;, a protoze a; = --- = ax_1 = 1 mame i > k.
Protoze 25:1 aw; = W, tak je j € {1,...,k}, Ze j < i a f; < «;. Predpokladejme zménu jen v
t&chto dvou indexech. Pak (8; — a)w; < (a; — f;)w,, mame Zle a;w; = W a pfidanim (8; — a; )w;,
kdyz odebereme (a; — 3;)wj, je socialni uzitek v&tsi, mame (5; — v)v; > (oj — 55)vj. Délenim mame
v;/w; > v;/w;, ale protoze j < i tak mame spor se sefazenim <.

Nyni predpoklddejme, Ze ve zlomkovém prostfedi ma k — j vyherct zlomek 1 a k-ty vyhral
zlomkové. Tak socialn{ uzitek prvnik krokem je Zf;ll v; a socialni uzitek druhym krokem je alespoii
vg. Tedy oba kroky maji socialni uzitek alesponi max{vy, Zf:_ll v;}. Tedy alesponi polovina uzitku
optiméalniho feSeni zlomkové tlohy, a tedy alespon uzitek optimélniho feSeni v ptivodni tloze. O

3.4 Maximalizace zisku v aukcich

Definition 3.8. Ziskem se rozumi .-, p;(b).
Definition 3.9. Bayesovskij model se sklddd z cdsti
e jednoparametrové prostiedi (xz,p)

e pro i je v; z pravdépodobnostni distribuce F; s hustotou f; a doménou [0, vpq.]. Tedy Fi(2) je
pravdépodobnost, Ze v; za F; md hodnotu mazximdiné z.
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o Fi,..., F, jsou zndmé ndvrhdii mechanismu, ale vzhledem k tomu, Ze nds zajimaji DSIC aukce
tak hrdci je nepotiebuji zndt.

A snazime se maximalizovat

By (v1 v s0m )~ (FL X X ) [Zm(v)] :
=1

Theorem 3.4. Necht (z,y) je DSIC mechanismus v jednoparametrovém prostieds tvorici Bayesovy
model 3.9, pravdépodobnostnimi distribucemi F = Fy X - X F}, a jejich hustotami f1,..., fn. Pak

Zpi(v)] =Eyr Z%(Uz) : wz(v)] ;

IEUNF

kde | Fw)
— £V
i\Vi) = Vi — —————~—
wilvs) fi(vs)
je virtudini hodnota nabizejictho i s hodnotou v; z F;

Diikaz véty 3.4. Z Myersonova lemmatu 3.2 pro DSIC (z,p) a b; = v; mame

pz(b) = /O A al'i(z;b,i) dz.

Zafixujeme si ¢ a mame

o (0] = [ T (o) filw) dus = I ( | o dz) i(ws) dv,

prohozenim méame

VUmazx Vg d VUmazx VUmaxzx d
/0 (/0 zaxi(z, b_;) dz> fi(vy) dv; = /0 (/Z fi(vi) dvi) zgxi(z,b,i) dz

kde vime z < v;.
Protoze f; je hustota funkce tak mame

/0 - (1 - F;(2))- z%xi(z;b,i) dz

per partes zintegrujeme a vyjde nam pak
/Um” (vi _ 1_Fl(vl)> xi(z;v_) fi(z) dz = /Umax vi(2)zi(z30v-4) fi(2) dz
0 fi(vi) 0
coz je vlastné
Eyinr, [Pi(vi;vﬂ')] =Ey~F, [%‘(Ui) 'xi(vi;vﬂ')]
vezmeme-li oéekavanou hodnotu, pak pres v_;, tak

Eonr [pi(0)] = Eonr [9i(01) - 2i(v)]

pak pocitame-li s linearitou stfedni hodnoty tak nam vypadne

Eonp lzpz(”)l = ZEwF [pi(v)] = ZEUNF [0i(vi) - 2;(v)] = By
1=1 i=1

=1

Z wi(vi) - Ii(v)]
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3.5 Maximalizace virtualniho socialniho uzitku

Theorem 3.5. Necht F' je reguldrni distribuce pravdépodobnosti s hustotou f, a vitudlnim uZitkem
p, F1, ..., F, jsou vzdjemné nezdvislé distribuce pravdépodobnosti n hrdicu takové, Ze se rovnaji. Pak
Vickreyho aukce 3.2 s rezervou ¢~ 1(0) mazimalizuje zisk 5.8.

Drikaz véty 3.5. Dle véty 3.4 je maximalizace zisku stejna jako maximalizace virtuélniho socidlniho
uzitku. Abychom ho maximalizovali, tak vybirame x(b) pro kazdy vstup b, ale ne pravdépodob-
nostni distribuce. Mé&jme virtualni socialni uzitek maximalizujici mechanismus, ktery ma omezeni
S xi(b) < 1 pro kazdé b, tedy chceme dat vyhru hradi i s nejvyssi ¢(b;). Virtualnf uzitek ale
miuze byti negativni, a pak je nejlepsi nikomu nic neprodéavat.

Mame tedy aloka¢ni pravidlo maximalizujici virtualni uZitek. Ted staéi ukéazat, Ze je monotonni,
protoZe pak aplikujeme Myersonovo lemma 3.2 a mame DSIC (z, p) mechanismus. Diky tomu, ze F
je regularni, tak ¢ sdilené vSemi je ¢isté rostouci a na§ mechanismus je ekvivalentni Vickreyho aukci
s rezervou ¢~ 1(0). O

3.6 Bulow-Klempererova véta

Theorem 3.6 (Bulow-Klempererova véta). Necht F = Fy = --- = F, je requldrni distribuce
pravdépodobnosti a necht n € N. Pak plati

Evl,...,vn+1~F [RGU(VATL-‘,-l)] 2 E1)1,...,11,,,+1NF [RBU(OPTFJL)]

kde Rev(V A, 41) je zisk Vickreyho aukce V Apy1 s n+1 dcastniky bez rezervy a Rev(OPTg,,) je zisk
optimdini aukce pro F s n tucastniky.

Diikaz Bulow-Klempererovy véty 3.6. Definujme si pomocnou aukci A s n + 1 udastniky, tak Ze si-
muluje optimalni aukci na n tcastnicich, kde pokud nebyl predmét dan v predeslém kroku, tak se
d& n+1-mu zdarma. Mame

Eq)l,...,q;n+1~F [RGU(A)] = E1)1,...,vn+1~F [ReU(OPTF,n)]

takova aukce vSe alokuje

Je-li F = ... = F, regularni, tak Vickreyho aukce maximalizuje o¢ekavany zisk pfes vSechny
aukce, které vzdy alokuji predmét. Z véty o vztahu mezi ziskem a virtualnim socidlnim uzitkem 3.4
tak mame, Ze optimalni aukce, ktera alokuje prfedméty, preda predmét hraci s nejvyssim virtualnim
ohodonocenim (i kdyZ potencielnd negativnim). Vzhledem k regularité F tak ¢ stoupa a tedy ten,
ktery méa nejvyssi vitualni ohodnoceni, ma i nejvyssi v;. TakZe Vickreyho aukce V' A,,+1 mé stfedni
hodnotu zisku alespon tak vysokou jako aukce, ktera alokuje vsechny predméty, tedy

Ev1,---,vn+1~F [ReU(VAn-H)] > ]EU17~~»7Un+1NF [REU(A)] = Ev1,--.,vn+1~F [RGU(OPTFJL)]

3.7 Neékolika parametrové prostiredi

Definition 3.10. Neékolika parametrové navrhovdni mechanismi je, kde kazdiyj i md rizné ohodno-
cent pro rizné predmeéty. Tedy

e 1 ucastniku

e konecnd mnozina Q) vysledki
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o pro kazdého hrdce i ohodnocent vi(w) > 0 pro Vw € Q

Theorem 3.7 (Vickrey-Clarke-Groves véta). V kaZdém nékolika parametrovém prostiedi ndvrhu
mechanismi 3.10 je DSIC' 3.1 mechanismus na mazximalizaci socialniho uZitku.

Diikaz véety 3.7. Predpokladame, Ze se kazdy odhali a vybere se vysledek ). Chceme maximalizovat
socialni uzitek, tedy jsme svazani vybranim aloka¢niho pravidla, které ho maximalizuje. Dény b =
((01(w))we@s - - - (bn(w))wen) mame

x(b) = argmazyina Z bi(w).
i=1

Definujeme pravidlo platby, tak aby nikomu nebylo jedno, jak na tom jsou ostatni tedy

pi(b) = max D obiw)p— Y biw)
j=1,j#i j=1,j#i

pro kazdého i, kde w* = x(b), je vysledkem naSeho aloka¢nitho pravidla = pro dana b. Prvni ¢len je
vlastné socidlni uzitek ostatnich, kdyZz vynechame ¢. Druhy ¢len je s i-tym ucastnikem. Z definice
tedy (x,p) maximalizuje socialni uzitek.

Zbyva uZ jen to, zda je to DSIC, snazime se tedy ukazat, Ze kazdy maximalizuje svij uzitek
vi(2(b)) — pi(b) nastavenim b;(w) = v;(w) pro vSechny w. D4 se ukdzat nezépornost p;(b) a je
< b;(w*). Tedy pravdomluvni maji nezaporny uzitek.

Zafixujeme si i a ostatni b_,;. Kdyz z(b) = w*, pak uZitek je

n n
wlw) =) = (wi)+ D bin) | —maxd ST bw)
J=1.j#i J=1.4#i
a vzhledem k tomu, Ze druhy ¢len je na b; nezavisly, tak je nutné maximalizovat ten prvni, navic
nemd ani, jak ovlivnit w*, protoZe pfimo mechanismus (z,y) vybira w*. VCG mechanismus vybere
w* podle z(b) = argmaz,ing Y+ bi(w), tak aby soudet nabidek byl maximalizovan. i je na tom
tak ze chce vybrat

n
argmayinQ 'Ui(w) + Z bj (w)
=1
kdyZz nabidky jsou pravdivé tak mame argmazying Y. bi(w). Tedy mame (x,p) DSIC, protoze
jina strategie nez byti pravdomluvnym se nevyplaci tolik. O
3.8 Princip odhaleni

Definition 3.11. Pirimé odhaleni je specidlni dominantni strategie, Ze kazZdy pravdivé prozradi vse
soukromé mechanismu.

Theorem 3.8 (Princip odhaleni). Pro kaZdy nékolika parametrovy mechanismus 3.10 M, kde md
kaZdyj dominanind strategii, tak nezdvisle na soukromém ohodnoceni mdme ekvivalentni mechanismus
M', kde kaZdy md dominantni strategii, a to primé odhaleni 3.11.
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Diikaz principu odhalend. Pro kazdého i a jeho (v;(w))weq, necht s;((v;(w))wen) je dominantni stra-
tegie 1 v M.

Zkonstruujeme M’, piijmeme uzaviené nabidky b1 (w)weq, - - -, 0n(W)wea-

Pak M’ preda s1(b1(w)weq),-- -, $n(bn(w)weq) mechanismu M, tedy vysledky jsou pak stejné.

Dle pfimého odhaleni, pokud ¢ mé v;(w), pak nabidnuti né¢eho jiného nez v;(w) miize znamenat
jen hrani jiné strategie nez s;(v;(w)y,eq), coz ale znamené jen snizeni uzitku. O

28



	Značení
	Hledání Nashových ekvilibrií
	Hry v normální formě
	Nashovo ekvilibrium
	Nashova věta
	Pareto optimalita
	Minimax věta
	Podmínka nejlepší odpovědi
	Hledání Nashových ekvilibrií pomocí výčtu domén smíšených strategií
	Polytopy nejlepších odpovědí
	Lemke-Howson algoritmus
	Třída PPAD
	-Nashova ekvilibria
	Korelovaná ekvilibria
	Minimalizace lítosti
	Bezlítostná dynamika
	Nový důkaz Minimax věty
	Hrubá korelovaná ekvilibria
	Lítost z výměny
	Hry v rozšířeném tvaru
	Sekvenční tvar
	Počítání ekvilibrií ve hrách reprezentovaných posloupnostmi

	Návrh mechanismů
	Vickeyho aukce
	Myersonovo lemma
	Batohové aukce
	Maximalizace zisku v aukcích
	Maximalizace virtuálního sociálního užitku
	Bulow-Klempererova věta
	Několika parametrové prostředí
	Princip odhalení


